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题目：（2020 年高考全国卷Ⅲ·理 23）设 a，b ， cR ， 0a b c   ， 1abc  ．

用  max , ,a b c 表示 a，b ， c中的最大值，证明：   3max , , 4a b c ≥ ．

解法 1：利用消元+基本不等式

不妨设max{ , , }a b c a ，由 0a b c   ， 1abc  可知， 0a  ， 0b  ， 0c  .

因为 a b c   ，
1a
bc

 ，所以
 2 2 2

3 2 2 2 2 4
b c b c bc bc bca a a

bc bc bc
   

    ≥ .

当且仅当b c 时，取等号，所以 3 4a≥ ，即 3max{ , , } 4a b c .

解法 2: 利用基本不等式

同法 1， 0a  ， 0b  ， 0c  .则        2b c b c     ≥ ，得
12a
a

≥ ，解得

3 4a≥ .

解法 3：构造一元二次方程

由已知条件得b c a   ，
1bc
a

 所以b ，c可看成是关于 x 的方程
2 1 0x ax

a
   的

两根.

记   2 1f x x ax
a

   ，对称轴 0
2
ax    ，   10 0f

a
  ，

要使   0f x  的解为负数，只需
2 4 0a

a
   ≥ 即可 ，解得 3 4a≥ .

解法 4：利用消元+确定主元

由 0a b c   得b a c   ，代入 1abc  ，得 2 2 1 0ac a c   ，看成关于 c的一元

二次方程.同法 3，要使该方程的解为负数，只要 4 4 0a a    即可，解得 3 4a≥ .

解法 5：利用消元

由 1abc  得
1c
ab

 ，由 0a b c   ，
1 0a b
ab

   ，
1 1( ) 2a b
ab a

     
 

≥

解得 3 4a≥ .

解法 6：利用柯西不等式

由已知得
2 2 2 2 22b c a bc a

a
     ，b c a   ，由柯西不等式得



 22 2

2
b c

b c


 ≥ ，所以有
2

2 2
2
aa

a
 ≥ ，解得 3 4a≥ .

解法 7：利用三角代换

由解法 6，设 2 2 cosb a
a

   ， 2 2 sinc a
a

   ， 0,
2
   

 
，

所以  2 22 2cos sin 2a b c a a
a a

       ≤ ，解得 3 4a≥ .

解法 8：分析法

不妨设max{ , , }a b c a ，由 0a b c   ， 1abc  可知， 0a  ， 0b  ， 0c  .

要证 3 4a≥ ，即证 3 4,a ≥ 即证 3 4a abc≥ ， 2 4a bc≥ ，

又因为b c a   ，只需证  2 4b c bc ≥ ，即  2 0b c ≥ ，所以原不等式成立.


