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1 试题呈现

（2020 年新高考数学全国 I 卷第 21 题）已知函数 1( ) e ln lnxf x a x a   .

（1）当 ea  时，求曲线  y f x 在点   1 1f， 处的切线与两坐标轴围成的三角形

的面积；

（2）若   1f x ≥ ，求 a的取值范围.

试题以含 ex与 ln x组合型的初等函数为载体，考查了利用导数研究切线、含参数不等

式恒成立等知识，考查了运算求解能力，考查函数与方程思想，考查直观想象、逻辑推理等

核心素养，体现综合性、应用性．试题题干结构简洁，解法多样，不同解法思想方法的差异

及方法选择的优劣实现了很好的考试选拔功能.

2 解法探究

（1）因为 ( ) e ln 1xf x x   ，所以
1( ) exf x
x

   ，则 (1) e 1k f    .

又 (1) e 1f   ，所以切点坐标为  1,1 e ,

则函数  f x 在点   1 1f， 处的切线方程为 e 1 (e 1)( 1)y x     ，即  e 1 2y x   ,

所以切线与坐标轴交点坐标分别为
2(0,2), ( ,0)

e 1



,

故所求三角形面积为
1 2 22 | |=
2 e 1 e 1


 

 
.

（2）解法 1 因为 1( ) e ln lnxf x a x a   ，所以
1 1( ) exf x a

x
   ，

设 ( ) ( )g x f x  ，则
1

2

1( ) e 0xg x a
x

    ，显然 0a＞ ，

所以  g x 在区间  0, 单调递增，即 ( )f x 在区间 (0, ) 单调递增，

当 1a  时， ( ) 01f   ，所以    1 1
min

f x f  ，则   1f x ≥ 成立.



当 1a  时，
10 1
a
＜ ，所以

1 1
e 1a


 ，则

1 11( ) (1) (e 1)( 1) 0af f a a
a


      ,

故存在唯一 0 0x  ，使得
0 1

0
0

1( ) e 0xf x a
x

    ，且当 0(0, )x x 时 ( ) 0f x  ，

当 0( , )x x  时 ( ) 0f x  ，由
0 1

0

1exa
x

  ，得 0 0ln 1 lna x x    ，

因此 0 1
min 0 0( ) ( ) e ln lnxf x f x a x a   

0 0
0 0
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         ≥ ＞

即   1,f x  则   1f x ≥ 恒成立；

当0 1a  时， (1) ln 1,f a a a    所以 (1) 1, ( ) 1f f x ≥ 不恒成立.

综上所述，实数 a的取值范围是 1, .

点评 解法 1 把   1f x ≥ 恒成立转化为  min 1f x ≥ ，故利用导数研究函数  f x 的单调

性，首先得导函数  ’f x 在区间 (0, ) 单调递增，当 1a  与0 1a  时两种情况易得，

当 1a  时，可证
1( ) (1) 0f f
a

   ，从而  'f x 存在隐零点 0x ，使得
0 1

0
0

1( ) 0xf x ae
x

    ，

得到  min 0( )f x f x ，再利用基本不等式可以证得   1f x ≥ 恒成立.综上得 a的取值范围.

此解法的思路为把恒成立问题转化求函数最值，求函数的最值利用隐零点进行处理.

解法 2   1 ln 1e ln ln e ln ln 1x a xf x a x a x a        ≥ 等价于

ln 1 lne ln 1 ln e lna x xa x x x x       ≥ .

令   exg x x  ，上述不等式等价于    ln 1 lng a x g x  ≥ ,

显然  g x 在R 上单调递增，所以上式可化为 ln 1 lna x x  ≥ ，即 ln ln 1a x x ≥ ，

令   ln 1h x x x   ,则   1 11 xh x
x x


   ，

当  0,1x 时，   0h x ＞ ，  h x 单调递增；当  1,x  时，   0h x ＜ ，  h x 单调递

减，所以    1 0
max

h x h  ,则 ln 0a≥ ，即 1a≥ ，所以 a的取值范围是 1, .



点评 解法 2利用同构.具体思路是先发现 1 ln 1e ex a xa    ，进而把   1f x ≥ 等价转换

为 ln 1 lne ln 1 ln e lna x xa x x x x       ≥ ，构造函数   exg x x  ，则实现同构，

进一步等价转化为 ln ln 1a x x ≥ ，令   ln 1h x x x   ，利用导数求得  maxh x ，进而

根据不等式恒成立的意义得到关于 a的对数不等式，解得 a的取值范围.

同构往往是处理指对数函数跨阶函数式的证明.同构式需要构造一个母函数，即外函数，

表示为 ( )h x ，这个母函数的特征为指对跨阶、单调性易求，常见的函数模型有： exy x ,

exy x  ，
ex
xy  ， lny x x  ， lny x x ，

ln xy
x

 等.

解法 3 令   lng x x x  ，易知  g x 在区间  0 ， 单调递增，且  1 1g  .

由   1f x ≥ ，令 1x  得  1 1f ≥ ，即 ln 1a a ≥ ，则    1 1g a g a≥ ≥ .

下证当 1a≥ 时，   1f x ≥ .易得  e 1x x x R≥ ，则  1 ln 0x x x ≥ ＞ 。

故当 1a≥ 时，    1e ln 1 1 lnxf x x x x    ≥ ≥ ≥1.

综上， a的取值范围为  1 ， .

点评 解法 3 是利用必要性探路取点，通过取特殊值 1x  缩小范围，使得运算简化，

然后先猜后证，最后再论证其严谨性.

一般地，解决恒成立问题，寻找必要条件，取特殊值是种常用的手段，对特殊值的选

取可根据函数的特征，常取一些整数值，指数式和对数式取的值考虑使得超越式转化为非超

越式，三角式取特殊角等[1].

3 变式拓展

（2020 年福建省省质检·理 21）已知函数    lnxf x ax
a

  ．

（1）求  f x 的极值；

（2）若  2e ln 1 e 0x xx mx x+m   ≤ ，求正实数m的取值范围．

解：（1）当 0a  时，  f x 的极小值为   1 2lnf a a  ，无极大值；当 0a  时，  f x 的

极小值为    1 2lnf a a   ，无极大值．（过程略）

（2）因为  2e ln 1 e 0x xx mx x+m   ≤ ，又因为 2 1 0x   ，

所以
 
2

e ln 1 e
1

x xx x
m

x
 

 
≤ ，由（1）知， ln 1x x ≤ ，当且仅当 1x  时等号成立．



所以
     
2 2 2

e ln 1 e e 1 1 e e
1 1 1

x x x x xx x x x x
x x x
     


    

≥ ，当且仅当 1x  时等号成立．

令   2

e
1

x xH x
x





，  0,x  ，则  
   

 22

1 e 1 + 1

1

xx x x+
H x

x

    


，

令    e 1 + 1xK x x x+  ，

则   e 1> 0xK x x +  ，所以  K x 在  0, 单调递增，所以    0 0K x K  ，

所以当 0 1x  时，   0H x  ，当 1x  时，   0H x  ，

所以  H x 在  0,1 单调递减，在  1, 单调递增，所以    min

e 11 =
2

H x H 
 ，

综上当 1x  时，
 
2

e ln 1 e
1

x xx x
y

x
 


 

取得最小值
e 1
2


，

所以正实数m的取值范围为
e 10,
2

 
  

-
．

4 结语

指数对数组合型的函数不等式问题，常用的解题方法有三种：一是指数对数分离并向易

于求最值的常用函数转化；二是利用放缩消掉指数函数或对数函数之一，再进行处理；三是

隐零点法.对于具体问题，可根据函数特征具体分析，选择合适方法求解.

苏步青说过“学习数学要学得精、深、透，学到的知识也就扎实、牢靠.”因此在教学

中，教师应对试题多研究，关注试题的背景与内涵，关注试题的变式与拓展，这样的解题教

学才能真正实现“做一题，透一点，通一类”，从而培养学生的思维，提升数学素养［2］.
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