
题中无圆心有圆 圆来就这么简单
卢妮 蔡海涛

福建省莆田第二中学

研究近年高考数学试题，发现解析几何对“椭圆”和“抛物线”的考查难度有所下降，

“直线与圆”的地位大幅度提升，具有数学文化背景的题目层出不穷.其中，有一类圆的问

题在已知条件中没有直接给出圆的有关信息，而是隐藏在条件中，需要通过分析转化，从

而发现圆（或圆的方程），进而利用圆的知识求解，这类问题称为“隐形圆”问题．比如“蒙

日圆”“阿波罗尼斯圆”等.“隐形圆”问题综合性强，充分考查了学生数形结合、化归与

转化等数学思想方法，学生答题有一定的难度.本文以几道高考题和模拟题为例，探寻“隐

形圆”问题求解策略.

一、利用圆的定义（到定点的距离等于定长的点的轨迹）确定隐形圆

例1 若与点  2,2A 的距离为1且与点  ,0B m 的距离为3的直线恰好有两条,则实数m

的取值范围为____________.

解析 与定点 A距离为1的点的轨迹为圆，所以与点  2,2A 的距离为1的直线为圆的

切线，同理与点  ,0B m 的距离为3的直线也以 B为圆心，3为半径的圆的切线，故同时满

足两个条件的直线应该为两圆的公切线, 因为公切线恰为两条,所以两圆相交,则

3 1 3 1AB ＜ ＜ ,所以m的取值范围为    2 2 3,2 2,2 2 3  .

点评 本题根据圆的定义得到隐圆，得到以点  2,2A 和点  ,0B m 为圆心的两个圆，

这是本题的关键，进而由已知条件得两圆位置关系，从而求得m的取值范围.

变式训练1：若对任意 Ra ，直线 : cos sin 2sin( ) 4
6

l x y       与圆

   22: 3 1C x m y m    均无公共点,则实数m的取值范围为____________.

解析 直线 l的方程可化为：( 1) cos ( 3)sin 4x y     ,  1, 3M 到 l的距离为

4,所以 l是以M为圆心,半径为 4的定圆的切线系，故问题转化为圆M与圆C内含，易得m的

取值范围为
1 5,
2 2

  
 

.

二、到两定点距离的平方和为定值确定隐形圆

例 2 在平面直角坐标系 xoy中，已知圆    2 2: 2 1C x a y a     ,点  0, 2A ,若

圆C上存在点M ,满足
2 2 10MA MO  ,则实数 a的取值范围是______.

解析 由
2 2 10MA MO  ，可得点M 满足方程为  22 1 4x y   ,则问题转化为该

圆与圆C有公共点，易得实数 a的取值范围为 0,3 .



点评 本题关键在于确定动点M 的位置，根据点M 到点 A和点O的距离的平方和为定

值，从而确定隐圆，突破了本题难点.

变式训练 2：(2017 北大自主招生)正方形 ABCD与点P在同一平面内,已知该正方形的

边长为 1,且
2 2 2PA PB PC  ,则 PD 的最大值为( )

A.2 2 B.2 2 C.1 2 D.前三个答案都不对

解析 建立直角坐标系，设  0,0A ，  1,0B ，  1,1C ，  0,1D ，  ,D x y

由
2 2 2PA PB PC  得  22 1 2x y   ， 圆 心  0, 1M  ， 则 PD 的 最 大 值 为

2 2MD r   .故选A.

三、动点 P对两定点 A、 B张角是90（ 1PA PBk k   或 0PA PB 
 
 ）确定隐形圆

例 3（2014 年高考四川卷·文 9）设m R ,过定点 A的动直线 0x my  和过定点 B

的动直线 3 0mx y m    交于点 P，则 PA PB 的取值范围是（ ）

. 5, 2 5A  
  B. 10, 2 5 

  C. 10, 4 5 
  D. 2 5, 4 5 

 

解析 易得  0,0A ,  1,3B ,分类讨论直线斜率存在与否,当直线 0x my  斜率不存

在时，可得  0,3P .当直线斜率存在时，发现 1PA PBk k   ，从而知点 P在以 AB为直径

的圆上，当 P与 A或 B点重合时，PA PB 取到最小值, 当 P不与 A或 B点重合时,由不

等式的性质知
2 2+2 =2 5
2

PA PBPA PB ≤ ,故选B .

点评 本题解题的突破口是发现两条动直线的关系，由 1PA PBk k   确定隐圆，得到 P

点轨迹，结合不等式性质求解.

变式训练3 已知圆    2 2: 3 4 1C x y    和两点  ,0A m ，  ,0B m ，若圆上存

在点 P，使得 90APB  
，m的取值范围为___________.

解析 由已知得以 AB为直径的圆与圆C有公共点，易求得m的取值范围为 4,6 .

四、两定点 A、 B ,动点 P满足 PA PB 
 
 确定隐形圆

例 4（2017 年高考江苏卷·13）在平面直角坐标系 xoy中，  12,0A  ,  0,6B ，点 P

在圆 2 2: 50O x y  上，若 20PBPA 


≤ ，则点 P的横坐标的取值范围是_________.



解析 设 ( , )P x y ，由 20PA PB
 

≤ ，易得 2 5 0x y  ≤ ，由 2 2

2 5 0
50

x y
x y

  
  

，可得
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或
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，由 2 5 0x y  ≤ 得点 P在圆左边弧AB上，结合限制条件

5 2 5 2x ≤ ≤ ，可得点 P横坐标的取值范围为[ 5 2,1] ．

点评 在平面内，若 A , B为定点，且 PA PB  
 

，则 P的轨迹是以M 为圆

心, 21
4
AB  为半径的圆.本题 20PBPA 


≤ 确定隐圆，得到 P点轨迹为圆左边弧AB上，

进而问题轻松获解.

变式训练4 已知点  2,3A ，  6, 3B  ，点 P在直线3 4 3 0x y   上，若满足等式

2 0AP BP   
 

的点 P有两个，则实数的取值范围是______.

解析 设  ,P x y ，由 2 0AP BP   
 

得  2 2 134 13 2
2

x y        
 

＜ ,问题转化

为直线与圆相交问题，所以 2＜ .

五、两定点 A、 B ,动点 P满足 ( 0 1PA
PB

   ＞ ， ）确定隐形圆（阿波罗尼斯圆）

例 5（2008 年高考江苏卷·13）满足条件 2AB  ， 2AC BC 的三角形 ABC 面积

的最大值为_________.

解析 设角 A , B ,C 对边分别为 a ,b , c ,以 AB


的方向为 x轴正方向,以 AB 的中点

为 坐 标 原 点 建 立 平 面 直 角 坐 标 系 , 设  1,0A  ,  1,0B , 由 2AC BC 得

 2 23 8x y   ，所以点C 的轨迹是以  3,0 为圆心，2 2为半径的圆，所以当点C 到 x

轴的距离最大时三角形的面积的最大，最大值为 2 2 .

点评 在平面上给定两点 A , B，设点 P在同一平面上且满足 ( 0 1PA
PB

   ＞ ， ）,

点 P的轨迹是一个以定比内分和外分定线段 AB的两个分点的连线为直径的圆，这个圆

称为阿波罗尼斯圆，简称阿氏圆.若学生掌握了阿波罗尼斯圆，本题不难获解.

变式训练 5 在平面直角坐标 xoy中,已知点  1,0A ,  4,0B ,若直线 0x y m   上

存在点 P使得
1
2

PA PB ,实数m的取值范围为____________.



解析 点 P阿波罗尼斯圆，m的取值范围为 2 2,2 2   .

六、由圆周角的性质确定隐形圆

例 6 在 ABC△ 中, 45C   ,O是 ABC△ 的外心,若  ,OC mOA nOB m n R  
  

,

则m n 的取值范围是______________.

解析 2 90AOB C     ,两边平方  ,OC mOA nOB m n R  
  

得
2 2 1m n  结

合基本不等式，可得出m n 的取值范围是 2,1   .

点评 2 90AOB C     知点C在以O为圆心，半径OA,在优弧 AB上.

变式训练 6 如图,四边形 AOCB ,OA OC ,CA CB ,若

2AC  , 1CB  ,则OB的取值范围是______________.

解析 点 O 在以 AC 为直径的圆上， OB 的取值范围是

2 1, 2 1    .

由以上例题分析可知，“隐圆”问题着重考查化归与转化的思想

在解题中的运用，解决方法就是分析已知条件，从条件出发探求动点轨迹，把隐形轨迹显性

化，从而发现圆，然后利用圆的知识求解问题.


