
以三角函数为载体的导数问题求解策略
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本文系 2019 年度福建省基础教育课程教学研究课题《核心素养导向下高中
数学阅读教学模式的研究》（课题编号:MJYKT2019-106)的研究成果.

【摘要】以三角函数为载体的函数导数问题，可充分结合三角函数的特征进行求解，常

用策略有：逐个区间讨论、三角函数有界性、周期性、换元法等.

【关键词】函数导数 三角 求解策略

2019 年全国Ⅰ卷理科第 20 题和文科第 20 题均考查以三角函数为载体的导数问题，让

人眼前一亮.这类函数表达式中含有三角函数，无论怎么求导，仍含有三角函数，构成解题

中的难点．由于三角函数的特点，破解这类函数与导数问题，除了使用求解导数问题的常规

方法外，还可充分结合三角函数的性质，解法上有种特别的“三角味”，很好地彰显解法的

灵活性、多样性与独创性，从而备受命题者的青睐.笔者通过研究近年高考及模拟考试中与

三角函数有关的导数题，探究这种“三角味”的解题策略，期抛砖引玉.

一、逐个区间分析解决零点问题

例 1（2019 年高考全国Ⅰ卷·理 20）已知函数 ( ) sin ln(1 )f x x x   ， ( )f x 为 ( )f x

的导数．证明：

（1） ( )f x 在区间 ( 1, )
2


 存在唯一极大值点；

（2） ( )f x 有且仅有 2 个零点．

解析（1）略.

（2）   1' cos
1

f x x
x

 


，由（1）知  'f x 在 ( 1, )
2


 有唯一极大值点 .

（i）当 ( 1,0]x  时， ( )f ' x 在 ( 1,0) 单调递增，而 (0) 0f '  ，所以当 ( 1,0)x  时，

( ) 0f ' x  ，故 ( )f x 在 ( 1,0) 单调递减，又 (0)=0f ，从而 0x  是 ( )f x 在 ( 1,0] 的

唯一零点.

（ii）当 0,
2

x    
时，由（1）知， ( )f ' x 在 (0, ) 单调递增，在 ,

2
  
 
 

单调递减，

而 (0)=0f ' ， 0
2
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从而， ( )f x 在 0,
2

 
  


没有零点.

（iii）当 ,
2

x     
时， ( ) 0f ' x  ，所以 ( )f x 在 ,

2
  

 
单调递减.而 0

2
f    
 

，

( ) 0f   ，所以 ( )f x 在 ,
2
   

有唯一零点.

（iv）当 ( , )x   时， ln( 1) 1x   ，所以 ( ) 0f x ＜ ，从而 ( )f x 在 ( , )  没有零

点.

综上， ( )f x 有且仅有2个零点.

点评 利用导数确定函数零点，解题思路是对函数求导，研究其单调性、极值，得到函

数的大致图象，数形结合得到零点个数.本题求导后首先发现函数 ( )f x 有一个零点 0x  ，

考虑三角函数在各个区间的不同符号，从而不直接把 ( )f x 看做一个整体来研究，而是把它

分成 cos x与 1
1 x

两部分，逐个区间分析，研究各自部分的符号，使得导函数在 ( 1, )
2


 的

零点全部解出，从而破解了本题的难点.由于三角函数在各个象限符号的变化及周期性，研

究三角函数的零点问题，常用逐个区间分析法.

二、利用三角函数的有界性求最值、证明不等式

例 2 已知函数   e 2 cos .xf x x x  

（1）当  ,0x  时,求证:   0f x ＞ ；

（2）若函数  ( ) ln( 1)g x f x x   ，求证：函数 ( )g x 存在极小值.

解析 (1)依题意，   e 2 sinxf x x    ，当  ,0x  时,   0f x ＜ ，

故函数  f x 在区间  ,0 单调递减，故    0 0f x f ＞ .

（2）依题意， ( ) e 2 cos ln( 1)xg x x x x     ，

令
1( ) ( ) e sin 2
1

xh x g x x
x

    


，则 (0) 0h  ；

而
 2

1( ) e cos
1

xh x x
x

   


，可知当
π0
2

x   
 
， 时，   0h x ＞ ，

故函数 ( )h x 在区间
π0
2

 
 
 
， 单调递增，当

π0
2

x   
 
， 时， ( ) ( ) (0) 0h x g x g  ＞ ；



当  10x  ， 时，函数 ( )h x 单调递增，而 (0) 1h  ，

又

9
109 9( ) e cos( ) 100 0

10 10
h


      ＜ ，故 0

9 0
10

x     
 

， ，使得 0( ) 0h x  ，

所以  0 0x x  ， ，使得 ( ) 0h x ＞ ，即函数 ( ) ( )h x g x 单调递增；

所以当  0 0x x ， 时， ( ) (0) 0g x g  ＜ ，则函数 ( )g x 在  0 ,0x 单调递减，在
π0
2

 
 
 
， 单调

递增，所以 0x  时，函数 ( )g x 有极小值 (0) 0g  .

点评 根据三角函数的有界性，有 sin 1x≤ 及 cos 1x≤ .本题第（1）问即利用 sin 1x≤ 这

个性质，判断出   0f x ＜ ，从而第一步轻松获解.一般地，研究函数单调性判断导函数的符

号时，关注三角函数的有界性便于判断符号.本题第(2)问先构造函数 ( ) ( )h x g x ，由逐个

区间分析法易得当
π0
2

x   
 
， 时，   0h x ＞ ，从而 ( ) ( ) (0) 0h x g x g  ＞ ，进而研究 ( )h x 在

 10x  ， 时的符号，显然 (0) 1h  ，直观感知当 1x 时， ( ) 0h x ＜ ，但如何取函数 ( )h x 在

 10x  ， 的零点是一个难点，这里仍关注三角函数的有界性，取一个接近 1 的数，如取

9
10

 ，可得
9( ) 0
10

h  ＜ ，从而突破了本题的难点.

三、用切线解决恒成立问题

例 3 已知函数 ( ) e sinxf x a x  ,当  0,x  时，   0f x ≥ ，求 a的取值范围．

解析 当 0a  时， ( ) exf x  ，符合条件.

当 0a＞ 时，设函数 exy  与 siny a x 的图象在点  0 0,x y 处有公切线(其中 0
π0,
2

x   
 

)，

则
0

0

π
0 4

0 0
0

e sin πtan 1 2e
4e cos

x

x

a x
x x a

a x

       


，故

π
40 2a e＜ ≤ ；

当 0a＜ 时，设函数 exy  与 siny a x 的图象在点  0 0,x y 处有公切线(其中 0
3ππ,
2

x   
 

)，

同理可得

π
42e 0a ≤ ＜ .综上， a的取值范围为

π π
4 42e 2e

 
 
  

， .

点评 本题若直接研究函数  f x 的单调性及最值，将很难求解.因此首先把问题转化为



函数 exy  的图象在 siny a x 的图象上方，进而对 a进行讨论，考虑 siny a x 的有界性及

图象特征，研究两个函数图象的公切线，从而得到 a的最值，进而求得范围.一般地，两个

函数的图象分别被某条直线隔离，这种图形特征与不等式恒成立问题即有着非常密切的联

系，若直接证明比较复杂，可以利用导数的几何意义得到曲线的切线方程，对欲证式子进行

放缩，再利用不等式的传递性进行证明.

四、利用不等式“  sin 0x x x＜ ＞ ”解决恒成立问题

例 4 已知函数  ( ) sinf x ax x a  R .

(1)若 ( )f x 在区间
π0
2

 
 
 
， 不单调，求 a的取值范围；

(2)当
π0
2

x＜ ＜ 时，
3

( )
6
xf x＜ 恒成立，求 a的取值范围．

解析 (1)由已知，得 ( ) cosf x a x   .当
π0
2

x   
 
， 时， 0 cos 1x＜ ＜ .

（i）当 1a≥ 时， ( ) 0f x ＞ 恒成立， ( )f x 在区间
π0
2

 
 
 
， 单调递增，不合题意；

（ii）当 0a≤ 时， ( ) 0f x ＜ 恒成立， ( )f x 在区间
π0
2

 
 
 
， 单调递减，不合题意；

（iii）当 0 1a＜ ＜ 时,由 ( ) cos 0f x a x    ,得 cos x a ,则存在 0
π0
2

x   
 
， ，使得

0cos x a .

可得 ( )f x 在区间  00 x， 上单调递减，在区间 0
π
2

x 
 
 

， 上单调递增，即 ( )f x 在区间
π0
2

 
 
 
， 不

单调.综上， a的取值范围为  01， .

（2）由(1)知, 1a= 时， sinax x＞ ，即
π0
2

x   
 
， 时有 sin x x＜ ，从而

2
2sin
2 2
x x 

 
 

＜ .

令
3

( ) sin
6
xg x ax x   ，

则

22 2 2
2( ) cos 1 2sin 1 2 1

2 2 2 2 2
x x x x xg x a x a a a               

 
＜ .



（i）当 1a≤ 时， ( ) 0g x ≤ ，则 ( )g x 在
π0
2

 
 
 
， 上单调递减， ( ) (0) 0g x g ＜



点评 三角函数的周期性是三角函数的一条重要性质.根据这个性质，需要关注以三角函数

为载体的函数零点可能有多个，同时关注与数列交汇来进行考查的问题.

六、利用换元转化

例6 若 0x  时， sin
2 cos

x axx 
，求 a的取值范围．

解析 设 sin( ) ( 0)2 cos
xh x ax xx  


， 2

1 2cos'( )
(2 cos )

xh x a
x

 


，

设 cos , [ 1,1]t x t   ， 2
1 2( )
(2 )

tt
t

 


， 4 3
2( 2)( 1) 2( 1)'( ) 0

(2 ) (2 )
t t tt

t t
       

 

所以 ( )t 在[ 1,1] 上递增，则 ( )t 的值域为 1[ 1, ]3 ，

①当 1
3a  时， '( ) 0h x  ， ( )h x 为[0, ) 上的增函数， ( ) (0) 0h x h  ，满足题意；

②当 0a  时，因为 1( ) 02 2 2h a     ，所以不合题意，舍去；

③当 10 3a  时，0 2x   时有 sin( ) 3
xh x ax  ，

令 sin( ) 3
xt x ax  ， cos'( ) 3

xt x a  ，

存在 0 (0, )2x  ，使得 0(0, )x x 时， ''( ) 0t x  ，

所以 ( )t x 在 0(0, )x 上单调递减，则 0( ) (0) 0t x t  ，

即在 0(0, )x x 时， ( ) 0h x  ，故不合题意．

综上， a的取值范围为 1[ , )3  ．

点评 对一个较复杂的三角函数式，先观察式中几部分之间的联系，利用换元可使得式

子简化，同时实现了“超越式”到“非超越式”的转化，换元时须注意新变量的取值范围.

由上例的解题策略可以发现，以三角函数为载体的导数问题要充分结合三角函数的特点

（逐个区间分析、有界性、放缩法、周期性、换元转化等），找出对解题有用的特征，研究

解决问题的进展情况，把表征题目中文字、符号、图表等信息与认知结构中已有的观念进行

同化，从而达到解题的目的.
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