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表示坐标平面上点 ( )cos ,sinP A A 和点

5
,0

4
Q
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之间连线的斜率，点

( )cos ,sinP A A 是单位圆在x 轴上方的部分，如图 2.

要求面积S 的最大值，先求

sin

5
cos

4

A

A

-

-
即P Q 斜率的最小值，易知当P Q 与

半圆相切时，斜率最小，此时
4

3P Q
k = - ，

2

3
S = .

法四：利用导数研究函数最值求解

设
2sin

5 4 cos

A
S

A
=

-
，则 2

10 cos 8
'

(5 4 cos )

A
S

A

-
=

-
，易得当

4
cos

5
A = 时，S 取到最大值

2

3
.

法五：通过换元，转化为二次函数求解

由①得
2

2

5
1

4cos
c

A
c

-
=

,消去变量A ,②式可化为 4 21 9 5
1

2 16 2
S c c= - + - ，

令 2t c= ，则 2 21 9 5
( 1)

4 16 2
S t t= - + - ，则当

20

9
t = ，即

2 5

3
c = 时， 2S 的最大值为

4

9
，

即 A B C
S

D 取到最大值
2

3
.

3.2 思维角度二：从形的角度分析

法六：如图 3，在△A B D 中，作B D 边上的高 A E ，设A E h= ，A D m= ，D E x= ，则 2A B m= ，

1B E x= - ， 2 2 2 24 (1 )m x m x- = - - ，

整理得 2 2 2 2 21 2 2
1

3 3

x
m h m x x x

-
= Þ = - = - - + ，

则 ≤21 1 2 1
1

2 2 3 3A B D
S h x x

D
= = - - + ，即当

1

3
x = - 时， A B C

S
D 取到

最大值
2

3
.

事实上，三角形的中线长度问题，还可以构造平行四边形来求解，在平行四边形A B C D 中，对角线的

平方和等于各边的平方和.即： 2 2 2 2| | | | 2(| | | |)A C B D B A B C+ = + ，则有

法七：如图 4，在平行四边形A B C D 中，设 2A B m= ， 2B C n= ，作 A M B C^ 于M ，设 A M h= ，

则 2 2 2 2 24 4 8 8 1 2m m n m n+ = + Þ = - ，

所以 2 2 2 2 2 2 2 2(4 ) (4 9 )
A B C

S n h n m n n n
D

= = - = -

≤
2 2

2 21 1 9 4 9 4
9 (4 9 ) ( )

9 9 2 9

n n
n n

+ -
= ´ - = ，

当 2 2

9
n = 时， A B C

S
D 取到最大值

2

3
.

这种方法是利用平行四边形来寻找n 与h 的关系式，也可以利用垂直关 系

来寻找n 与h 的关系式.

法八：如图 5，在R t B N DD 中， ≥2 29 4 6n h nh+ = ，所以有 ≤
2

3A B C
S nh

D
= .

当且仅当 3 2h n= = 时， A B C
S

D 取到最大值
2

3
.

法九：如图 6，作底边 B C 的高 A M 交 B D 于O 点，易得O B O C= ，又由角

平分线性质知
2

2
3

A B B O
O B

A D O D
= = Þ = ，



3

故 ≤
3 2 2

3 sin sin
2 3 3A B C O B C

S S O B O C B O C B O C
D D

= = 仔 = .

发现题中的“隐圆”——点A 的轨迹为阿波罗尼斯圆.即把问题转化为：

已知 1B D = ，点A 到 B ，D 两点的距离之比为 2，求△A B C 面积（即△A B D 面积的 2 倍）的最大值.

法十：以B D 中点O 为坐标原点，直线B D 为x 轴，建立如图 7 平面直角坐标系，可得A 的轨迹方程为：
2

25 4

6 9
x y
骣 ÷ç ÷- + =ç ÷ç ÷ç桫

.可得S 的最大值为
2

3
.

又注意到
A B

A D
的比值为定值，可联想内外角平分线性质求解.

法十一：如图 8，作 B A DÐ 的内外角平分线A E ，A F 可得:

4

3

B E B F A B
E F

E D F D A D
= = Þ = ，又在△A E F 中， 90E A FÐ = o ，

则 ≤ 21 1 4

2 4 9A E F
S A E A F E F

D
= × = ，则

≤
3 2

2
2 3A B C A B D A E F

S S S
D D D

= = .

4.命题思考

4.1 立足于教材的试题演变

本道试题的命制是以人教 A 版必修 2 第 124 页习题 4.1 B 组第 3 题为背景.该题目是：已知点 M 与两

个定点 ( )0,0O ， ( )3,0A 的距离的比为
1

2
，求点 M 的轨迹方程.

高考试题源于教材，高于教材．因此，模拟卷试题的命制应依纲据本，万变不离其宗，其中“本”指

的就是数学课本，“宗”就是数学课本中数学核心概念以及重要数学思想方法．数学课本中的例题、习题

大多都蕴涵着丰富深刻的背景，以此为背景进行改编重组或变式拓展，都是试题命制的好素材.

4.2 突出重点，综合考查

本道试题考查了学科内知识的综合应用，既考查了解三角形中面积的有关知识，试题的几何背景又考

查了解析几何的有关知识，把三角函数与解析几何的两个主干知识进行综合考查，这与全国卷试题的命制

思路基本吻合.

本题的入口较宽，不难得到面积的表达式，但在求面积最值时由于思考方向不同，导致方法选择的不

同，答题的时间势必也存在差异，较好地体现区分度.

4.3 素养导向的试题命制

数学素养指的是考生在陌生情境中运用数学知识与方法的自觉性、熟练性和准确性
[3]
.

本题的十一种解题方法表明，基于素养导向命制的试题，考查方向通常有两个：一是考查学生会不会

从试题背景中抽象出数学的模型；二是准确地运用数学思想方法解决相应的数学问题.从数的角度出发，构

建目标函数，关键考查学生是否会选择合适的自变量以及用合适方法求解函数的值域；从形的角度出发，

关键考查学生发现动点A 与定点B ，D 的关系，从而得到点A 的轨迹方程，再求得最值.
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